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複合鏡を用いた仮想多視点カメラシステムにおける
単一参照点の観測に基づく線形外部キャリブレーション法

高橋康輔1,a) 宮田明裕1,†1,b) 延原章平1,c) 松山隆司1,d)

概要：平面鏡に映り込む物体の鏡像は，鏡によって生成された仮想カメラから観測した像である．このこ
とから，１台の実カメラに対して複数の鏡を用いることで仮想的に多視点カメラシステムを構築すること
が可能である．この仮想カメラの位置姿勢は鏡の法線や実カメラからの距離といった鏡のパラメータに依
存する．本研究ではこの鏡のパラメータを求める手法，すなわち仮想多視点カメラシステムにおける外部
キャリブレーション法を提案する．本研究では，一枚の鏡の反射によって得られる反射像だけでなく，複
数の鏡によって得られる物体の多重反射像を利用する．多重反射像は複数の鏡の反射によるものであるた
め，得られる像の三次元位置は鏡のパラメータに関して非線形な値となる．これに対し，本研究では多重
反射像の二次元投影点に着目し，単一の参照点の投影点間に成り立つ幾何関係を利用することで線形に外
部キャリブレーションを行う手法を提案する．実験ではシミュレーションデータおよび実データを用いて
提案手法の有効性を確認した．

A Linear Extrinsic Calibration of Kaleidoscopic Imaging System
from Single 3D Point

TAKAHASHI KOSUKE1,a) MIYATA AKIHIRO1,†1,b) NOBUHARA SHOHEI1,c) MATSUYAMA TAKASHI1,d)

1. はじめに
平面鏡に映り込む被写体の鏡像は，鏡によって生成され
た仮想カメラから観測した像である．このことから，１
台の実カメラに対して複数の鏡を用いることで仮想的に
多視点カメラシステムを構築することが可能である．こ
れらの仮想カメラは内部パラメータが全て共通であるこ
と，および完全に同期しているという特性を持つため，
ステレオ視 [2, 3, 9], shape-from-silhouette [1, 5, 13], 構造化
光 [8, 15],および ToF [10]を用いた三次元形状計測だけで
なく, reflectance analysis [6, 7, 14]など多視点カメラをシス
テムを利用するコンピュータビジョンのタスクに広く利用
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されている．本稿ではこのような複数の平面鏡を用いた仮
想多視点カメラシステムを Kaleidoscopic Imaging System
(以下，KLS)と呼ぶこととする．本研究では KLSを用い
て被写体の三次元形状計測などを行うことを想定し (図 1)，
KLSにおける仮想カメラの位置姿勢推定，すなわち外部
キャリブレーションに取り組む．なお，外部キャリブレー
ションでは精度および計算コストの観点から良い線形解を
求めることが重要である．そのため，本研究でも線形に外
部キャリブレーションを行うことを目指す．
平面鏡によって生成される仮想カメラの位置姿勢は，平
面鏡の法線および実カメラと平面鏡間の距離 (以下ではこ
れらを鏡パラメータと呼ぶ)に依存する．従来はチェスパ
ターンなどの構造が既知の参照物体を設置し，参照物体の
実像と鏡像の三次元位置から鏡ごとに鏡パラメータを求め
ていた [6, 12]．このとき，複数の鏡について独立に鏡パラ
メータを求めているため，三次元形状計測などにおいて多

c⃝ 2012 Information Processing Society of Japan 1



情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

図 1 Kaleidoscopic imaging system. Left: kaleidoscopic projection of a

3D cat object. Right: a 3D reconstruction result.

重反射像 *1 を利用する時に不整合が発生する場合がある．
一方，多重反射像を考慮する場合，多重反射像の三次元位
置は鏡パラメータに関して非線形であるため，線形な拘束
式が得られないという課題があった．
これらに対し，本研究では多重反射像の二次元投影点間
で鏡パラメータに関して線形な幾何制約が成り立つことに
着目し，単一参照点の多重反射像の二次元投影点から線形
に外部キャリブレーションを実施する手法を提案する．
本稿の構成は以下のとおりである．2では KLSに関する
計測モデルについて述べる．3において二点の参照点から
鏡パラメータを求める方法について述べ，続く 4において
単一の参照点から鏡パラメータを求める手法について述べ
る．5ではシミュレーションデータおよび実データを用い
て提案手法を評価し，6において本研究の結論および課題
について述べる．

2. Kaleidoscopic Imaging System

本節では本研究で用いる複合鏡を用いた仮想多視点カメ
ラシステム (Kaleidoscopic Imaging System:KLS) の計測モ
デルについて述べる．
まず，単一の鏡の計測モデルに関して述べる．本稿では
図 2に示すように，カメラ座標系におけるある三次元点を
pとし，法線 nかつカメラからの距離が dの鏡 πによって
作り出された pの鏡像を p′ とする．この時，pおよび p′

の画像平面への投影点の二次元座標値をそれぞれ q, q′ と
すると，これらは以下の式を満たす．

λq = Ap, λ′q′ = Ap′ (1)

ただし，Aはカメラの内部パラメータから成る行列であ
り，これは既知であるとする．また，λと λ′はそれぞれの
点の距離を表す．
これら pおよび p′ は pと鏡の距離 tと鏡の法線 nを用
いることで，

p = p′ + 2tn (2)

のように関係づけられ，さらに p′ は

t+ d = −n⊤ · p′ (3)

を満たす．ここで，式 (2)および式 (3)から
*1 鏡像をさらに鏡で折り返した像
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図 2 Measurement model. A 3D point p is reflected to p′ by a mirror

π of normal n and distance d, and they are projected to q and q′

respectively.

p̃ = Sp̃′ =

[
H −2dn

01×3 1

]
p̃′ (4)

が導ける．この Sは鏡 πに関して鏡映変換を行う行列であ
る．なお，H = I3×3 − 2nn⊤ は 3× 3の Householder行列
である．また，x̃は xの同次座標系における座標値を表す．

KLSは複数の鏡を用いているため，図 3に示すように複
数回平面鏡によって反射した像が得られる．これらの像は
反射の回数および反射経路に基づいて図 4に示すように画
像上の chambers Mi(i = 0, 1, 2, · · · )内に投影される．
M0 は被写体を直接観測した像が投影されており，この

chamberを base chamberと呼ぶ．また，平面鏡π1, π2および
π3 による反射像が投影される chamberをそれぞれM1,M2

およびM3とする．さらに，鏡πjを鏡πi(i, j = 1, 2, 3, i ̸= j)

で反射することで得られる仮想的な鏡を πij とすると，こ
の鏡 πij に関して以下の式が成り立つ．

Sij = SiSj ,

Hij = HiHj

(5)

この Sij によって変換された点は鏡 πj および πi によって
二回反射された点であり，この点は図 4におけるMij に投
影される．同様に，三回反射以降の鏡映変換は以下のよう
に表される．

Πm
k=1Sik (ik = 1, 2, 3, ik ̸= ik+1) (6)

なお，mは反射の回数を表す．
このように，各 chamberに投影される像は鏡によって生
成された仮想的なカメラから観測した像に他ならず，これ
ら仮想カメラの外部パラメータは各鏡の法線やカメラ中
心との距離に依存する．このことから，本稿における外部
キャリブレーションの目的は各鏡のパラメータである法線
ni およびカメラ中心との距離 di を求めることである．
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図 3 Kaleidoscopic imaging system. A 3D point p is reflected to p1, p2

and p3 by the mirrors π1, π2 and π3 respectively.
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図 4 Chamber arrangement

3. 二点の参照点を利用した単一鏡ごとの外部
キャリブレーション

エピポーラ幾何 [4,17]に基づくと，三次元空間中のある
点 pとその鏡像 p′ およびその鏡像を生成する鏡の法線 n

は同一平面上に存在するため，以下の関係式を満たす．

(n× p)
⊤
p′ = 0 (7)

この式は pおよび p′ をそれぞれ λA−1qと λ′A−1qで置き
換えることで，以下のように書き換えられる．

q⊤A−⊤[n]⊤×A
−1q′ = 0 (8)

なお，[n]× は 3× 3の歪対称行列を表し，これはエピポー
ラ幾何における基礎行列 (Essential Matrix)である [17]．
ここで，q および q′ をそれぞれ (x, y, 1)⊤ = A−1q，

(x′, y′, 1)⊤ = A−1q′ のように正規化画像座標系で表す
と，式 (8)は以下のように書き表せる．(

xy′ − x′y x− x′ y − y′
)
n = 0 (9)

式 (9)より，2点の参照点およびその鏡像があれば鏡の法
線 nが求まることがわかる．この時，nは単位ベクトルで
あり，かつカメラに正対していることから一意に求まる．

4. 単一参照点を利用した複数鏡の外部キャリ
ブレーション

第 3節で述べたアルゴリズムでは，実鏡 πi，あるいは仮
想鏡 πij に関して鏡ごと独立にパラメータを求めることが
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図 5 Corresponding points. Three pairs ⟨q0, q1⟩, ⟨q2, q12⟩ and

⟨q3, q13⟩ (red) are available or mirror π1 (blue)

できる．しかしながら，仮想鏡は実鏡を複数回反射させる
ことで得られるため，観測ノイズが含まれる実環境下では，
このように独立に求まった鏡パラメータでは一貫性が保た
れず，三次元復元などで不整合を発生させる場合がある．
これに対し，本節では鏡ごとにパラメータを求めるので
はなく，単一の参照点の鏡像間に成り立つ関係を利用する
ことで，実鏡および仮想鏡が拘束し合いつつ線形に解く
方法について述べる．なお，以下では簡単のため三枚の鏡
πi, (i = 1, 2, 3)を用い，かつ多重反射像として二回反射ま
でを用いて説明するが，それぞれ容易に拡張可能である．

4.1 法線の推定
ある三次元点 p0 が base chamberに q0 として投影され，

p0が鏡 πiによって反射された点 piは chamber Mi内の qi

として投影されるとする．同様に，二次反射以降に関して
も，鏡 πij によって反射された点 pij は chamber Mij 内の
点 qij として投影される．
ここで，p1 = S1p0が成り立つ時，q0および q1は式 (9)

を満たしており，この式は 3で述べたように鏡 π1 の法線
n1 に関して制約を与えている．加えて p2 = S2p0 が成り
立つならば，S1p2 = S1S2p0 ⇔ p12 = S1p2 が得られる．
この式は，p2 と p12 が鏡 π1 に関して一回反射の関係に
あることを示している．すなわち，それらの投影像であ
る q2 と q12 は法線 n1 に関して式 (9)を満たす．同様に，
p3 = S3p0 が成り立つとき，q3 および q13 は n1 に関して
式 (9)を満たす．これらの制約から，法線 n1 は以下の式
を解くことで求められる．


x0y1 − x1y0 x0 − x1 y0 − y1

x2y12 − x12y2 x2 − x12 y2 − y12

x3y13 − x13y3 x3 − x13 y3 − y13

n1 = 03×1 (10)

法線 n2 および n3 に関しても同様に，
x0y2 − x2y0 x0 − x2 y0 − y2

x3y23 − x23y3 x3 − x23 y3 − y23

x1y21 − x21y1 x1 − x21 y2 − y21

n2 = 03×1 (11)
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および
x0y3 − x3y0 x0 − x3 y0 − y3

x1y31 − x31y1 x1 − x31 y1 − y31

x2y32 − x32y2 x2 − x32 y2 − y32

n3 = 03×1 (12)

を解くことで求められる．
このアルゴリズムの重要な性質に，(1)多重反射を利用し
ながらも線形で解けることと，(2)それぞれの鏡ごとに推定
した法線が，互いに拘束しあっているということがある．

(1)に関しては，通常鏡面反射は式 (4)で表されるように
鏡パラメータから成る行列 Sの線形変換で表される．しか
しながら，参照点の多重反射を考慮した場合には式 (5)で
表されるように非線形変換となってしまうため，線形で解
くことはできなかった．一方，この多重反射の投影点は，
上で述べたように式 (9)によって線形に関係づけられるた
め，多重反射を線形式の形で利用することができる．

(2)に関しても同様であり，上記の q12,q2および n1に関
する制約式 (10)では p2 = S2p0 が満たされることを想定
しているが，これは n2 に関する制約式である式 (11)の一
行目の (A−1q2 × A−1q0)

⊤n2 = 0からも得られる．逆に，
式 (10)から n1 を求めることは式 (11)および式 (12)にお
いて p1 = S1p0 であることを暗黙的に要請している．
4.1.1 距離の推定
参照点 piが qiに投影されるという透視投影の関係から，
これらの間には以下のような同一直線性の制約が存在する．

(A−1qi)× pi = xi × pi = 03×1 (13)

ただし，xi =
(
xi yi 1

)⊤
は qi の正規化画像座標系に

おける座標値である．
この時，式 (4)を変形することで以下の式が得られる．

xi × pi = xi × (Hip0 − 2dini)

= [xi]×

[
Hi −2ni

] [p0

di

]
= 03×1

(14)

二次反射像 pij も同様にその投影点 qij と同一直線であ
るため，

(A−1qij)× pij

=[xij ]×(Hipj − 2dini)

=[xij ]× (Hi (Hjp0 − 2djnj)− 2dini)

=[xij ]×

[
HiHj −2ni −2Hinj

]
p0

di

dj


=03×1

(15)

が得られる．

これらの制約を用い，p0，d1，d2 および d3 に関して以
下の線形式が得られる．

[x0]× 03×1 03×1 03×1

h1 −2[x1]×n1 03×1 03×1

h2 03×1 −2[x2]×n2 03×1

h3 03×1 03×1 −2[x3]×n3

h′
1,2 −2[x12]×n1 −2h′′

1,2 03×1

h′
2,1 −2[x21]×n2 −2h′′

2,1 03×1

h′
2,3 03×1 −2[x23]×n2 −2h′′

2,3

h′
3,2 03×1 −2[x32]×n3 −2h′′

3,2

h′
3,1 −2h′′

3,1 03×1 −2[x31]×n3

h′
1,3 −2h′′

1,3 03×1 −2[x13]×n1




p0

d1

d2

d3



=K


p0

d1

d2

d3

 = 030×1

(16)

ただし，hi = [xi]×Hi, h′
i,j = [xij ]×HiHj , h′′

i,j =

[xij ]×Hinj .である．ここで，K⊤K の最小固有値に対応
する固有ベクトルを計算することで，(p0, d1, d2, d3)

⊤が求
まる.なお，本稿ではスケールは d1 = 1として正規化した．
以上，線形に鏡パラメータを推定する手法について述べ
た．通常外部キャリブレーションでは線形解を初期値とし
て再投影誤差を最小化するように非線形最適化することで
解を高精度化する．以下ではその最適化について述べる．

4.2 Kaleidoscopic bundle adjustment
第 4 節で線形に求められた法線 ni および距離 di (i =

1, 2, 3)を用い，以下の式を解くことで参照点の三次元座標
p∗
0 が求められる．

K ′p∗
0 = −K ′′d (17)

なお，p∗
0 = −(K ′⊤K ′)−1K ′⊤K ′′dであり，d = (d1, d2, d3)

⊤

である．また，K ′ は K の 1 ∼ 3列目の行列であり，K ′′

は K の 4 ∼ 7列目の行列である．この三次元点 p∗
0 を各

chamberへ再投影することで以下のような再投影誤差を定
義する．

E(n1,n2,n3, d1, d2, d3)

=
[
q0 − q̂0, e1, e2, e3, e

′
1,2, e

′
2,1, e

′
2,3, e

′
3,2, e

′
3,1, e

′
1,3

]⊤
(18)

ただし，ei = qi − q̂i であり， e′i,j = q′
i,j − q̂′

i,j である.こ
の ||E(·)||2 を最小化する n1,n2,n3, d1, d2, d3 を，鏡パラ
メータの最適解とする．

5. 実験
本節ではシミュレーションデータおよび実データを用い，
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図 6 A capture of a chessboard used as the reference object for conven-

tional methods

従来の二手法と比較することで提案手法の有効性を示す．
比較手法としては，[6, 12]で用いられている参照点の実像
と鏡像の三次元点を利用した手法 (以下，Baselineと呼ぶ)

と，Takahashiら [16]が提案する鏡像間の直交制約を利用
したものを用いる．なお，比較手法は参照物体として図 6

に示すチェスボードのように構造が既知のものを用いる必
要が有ることに注意されたい．

5.1 シミュレーションデータを用いた実験
本実験では観測ノイズの存在する環境下において，各手
法で推定した鏡パラメータ (法線および距離)と再投影誤差
を評価する．なお，法線の評価は真値との Riemannian距
離を用い，距離の評価は L-1ノルムを用いた．なお，本実
験では図 9に示すような 3枚の平面鏡から成る仮想多視点
カメラシステムを想定する．
図 7に，異なる観測ノイズに対する各手法の推定誤差の
平均値を示し，図 8に異なる参照点の数を用いたときの各
手法の推定誤差の平均値を示す．なお，σq は平均 0のガウ
シアンノイズにおける標準偏差値を表し，Np は参照点の
数を表す．各ノイズレベルおよび点の数において 100回試
行した．また，表 10にグラフ内のラインと各手法の対応
を示す．なお，本実験では各手法の線形解および非線形解
に関して評価したが，Baselineおよび Takahashiら [16]の
線形解は誤差が大きかったため記載していない．
これらの結果から，(1)提案手法は単一参照点の線形解

(深緑のライン)でも従来手法と同等の精度で推定が可能で
あり，(2)同じ参照点の数を利用する場合，従来手法に比べ
て提案手法の線形解および非線形解 (赤およびマゼンタの
ライン)は高精度に推定されていることがわかる．

5.2 実データを用いた実験
本実験では実データを用いて各手法の評価を行った．カ
メラはNikon D600を用い，内部パラメータAは事前に [18]

の手法で求めた．入力として，図 6 に示すようにチェス
ボードを設置して撮影した画像を用いた．
図 11に各手法で推定した鏡の法線と距離を示す．図で
は各手法は概ね同じ結果を出力しているが，再投影誤差
に関しては提案手法は 3.37pixelsであり，Baselineおよび

Takahashiら [16]ではそれぞれ 4.75, 13.6pixelsであった．
また，さらに本実験では図 9に示すように猫のオブジェ
クトを設置し，提案手法で推定した鏡パラメータを用いて
三次元形状を復元した．なお，プロジェクタ (MicroVision

SHOWMX+ Lase Pico Projector)は対応点を与えるために用
い，図 9左のようにオブジェクトを網羅するようにライン
を投影した *2．結果を図 12に示す．図 12から，オブジェ
クトの三次元形状が復元できてることが確認できる．
以上の結果から，提案手法は実環境においても三次元形
状復元などのアプリケーションに用いることが出来る精度
で鏡パラメータを推定できることが確認できた．

6. 結論
本研究では複合鏡を用いた仮想多視点カメラシステムに
おいて，単一の参照点から線形に外部キャリブレーション
を実施する手法を提案した．提案手法では従来手法と異な
り，参照点の構造を必要とすること無く鏡パラメータを推
定した．また，一枚の鏡の反射によって得られる反射像だ
けでなく，複数の鏡によって得られる多重反射像を利用す
ることで，少ない参照点でも高精度な推定を実現した．
なお，本研究では chambaerのセグメンテーションや参
照点の投影像がそれぞれどの chamberに属するかは事前に
与えられているものとしたが，このセグメンテーションや
割当問題 [11]は容易ではなく，これらを自動的に行う手法
については今後検討する．
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